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A kutatómunka során nemlineáris rendszerek irányíthatóságának vizsgálatával foglal-

koztam. Irodalomkutatást követ®en kémiai és biokémiai rendszerek esetében vizsgáltam,

hogyan modellezhet®k az egyes folyamatok, és a reakciókörülményekt®l függ®en (pl. izo-

term/nem izoterm reakció, batch reaktorban vagy CSTR-ben játszódik le a folyamat)

melyek a irányíthatóság feltételei. A kapott eredményeket felhasználva példarendszerek

(pl. éleszt® növekedése, reverzibilis reakció) esetében vizsgáltam, mikor irányíthatók a

reakciók. Az alkalmazott eljárásokat a vizsgált példarendszerek esetében Matlab környe-

zetben végeztem el.

1. Modell

A biokémiai rendszerek leírásához a következ® állapottér modellt használtam [1]. Jelölje

N a komponensek, M pedig a reakciók számát. A biokémiai reakciók általános dinamikai

modellje

dξ

dt
= Kϕ(ξ, t)−Dξ −Q(ξ) + F. (1)

alakban írható, ahol ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξN)T a komponensek koncentrációit tartalmazza. A

koncentrációk id®beli változását a rendszer kinetikája, illetve a rendszer és a külvilág kö-

zötti transzportfolyamatok határozzák meg. Az egyenlet jobb oldalán szerepl® Kϕ(ξ, t)

kifejezés a reakció kinetikáját írja le, a −Dξ − Q(ξ) + F kifejezés pedig a komponen-

sek transzportdinamikáját modellezi. A kinetikát leíró részben K = [Kij]N×M a hozam
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együtthatókból álló mátrixot jelöli. A ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕM) tartalmazza a reakciósebes-

ségeket az egyes reakciólépésekhez. A transzportdinamikát leíró részben D jelöli az Fin

beáramlási sebesség és a V reaktortérfogat arányát. A Q = (Q1, Q2, . . . , QN)T vektorme-

z® tartalmazza a kifolyó anyagáram áramlási sebességét az egyes komponensek esetében.

Az F = (F1, F2, . . . , FN)T vektormez® a komponensek betáplálási sebességét tartalmazza.

Kémiai rendszerek esetében az állapottér-modell a biokémiai rendszerekhez hasonló

módon adható meg. A kémiai reakciók általános dinamikai modellje

dx

dt
= γr(x, t)−Dx−Q(x) + F. (2)

alakban írható, ahol a x = (x1, x2, . . . , xN)T vektormez® az egyes anyagfajták koncentrá-

cióit tartalmazza. Az egyenletben a transzportdinamikát leíró rész a biokémiai rendsze-

rekkel analóg módon modellezhet®, a kinetikát leíró rész azonban kissé eltér. A kinetikát

leíró részben γ a sztöchiometriai mátrixot, r(x, t) pedig a reakciósebesség vektort jelöli.

Biokémiai rendszerek esetében a kinetikát leíró rész csak empirikus módon adható

meg. Ezzel szemben kémiai reakciók esetében a sztöchiometriai mátrix és a reakcióse-

besség a reakcióegyenlet, a koncentrációk és a reakciósebességi együtthatók ismeretében

meghatározhatók [1, 2]. Tekintsük a következ® általános alakú kémiai reakciót,

N∑
i=1

αijXi
kj−−→

N∑
i=1

βijXi,

j = 1, 2, . . . ,M.

(3)

A (3) egyenletben Xi, i ∈ {1, 2, . . . , N} a komponenseket jelöli. A j-edik reakciólépésben

az Xi reaktánshoz tartozó sztöchiometriai együtthatót αij, az Xi termékhez tartozó sztö-

chiometriai együtthatót pedig βij jelöli. A sztöchiometriai mátrix γ = [γij]N×M elemei

γij = βij − αij módon számolhatók ∀i ∈ {1, 2, . . . , N}, ∀j ∈ {1, 2, . . . ,M}.

Az r(x, t) reakciósebesség a tömeghatás törvény alapján adható meg. Az r(x, t) =

(r1(x, t), r2(x, t), . . . , rM(x, t))T vektormez® elemei rj(x, t) = kj
∏N

i=1 x
α(i,j)
i , ahol kj a j-

edik reakciólépéshez tartozó reakciósebességi együtthatót jelöli ∀j ∈ {1, 2, . . . ,M}.

Biokémiai folyamatok esetében általában csak kis h®mérséklet változás megengedett,

mert a mikroorganizmusok nagy h®mérsékletváltozás esetén elpusztulnak. Így a biokémiai

folyamatokat általában izotermnek tekintjük. Ezzel szemben kémiai reakciók esetében

nagyobb h®mérséklet változás is végbemehet a folyamat során, így a modellezés során a
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h®mérséklet változását leíró egyenletet is �gyelembe kell venni [3]. A teljes rendszer

dx

dt
= γr(x, t)−Dx+ u, (4)

dT

dt
=

M∑
j=1

hjrj(x, T )−DTT + uT , (5)

alakban írható, ahol hj a j-edik reakciólépés-beli h®mennyiség, j ∈ {1, 2, . . . ,M}, T ∈ R+
0

a h®mérsékletet jelöli, DT pedig a térfogategységre jutó h®áram. Az (4) és (5) egyenle-

tekben u az anyagáram-bemenet, uT pedig a h®mérsékletváltozás bemenetet jelöli.

A reakciók vizsgálata során a reakció alakja mellett az alkalmazott reaktor típusát is

�gyelembe kell venni. A kutatómunka során két, a gyakorlatban is széleskör¶en alkalma-

zott reaktortípust vizsgáltam (CSTR és batch reaktor) [1, 4, 5].

Egy reaktort batch reaktornak hívunk, ha Fin = Fout = 0. Batch reaktorok esetében

az (1) és (2) dinamikai modellek transzport dinamikát leíró része 0-val egyenl®, így a

dinamikát leíró egyenletek leegyszer¶södnek. Biokémiai rendszerek esetében

dξ

dt
= Kϕ(ξ, t), (6)

kémiai rendszerek esetében pedig

dx

dt
= γr(x, t) (7)

módon modellezhet®k a folyamatok.

Egy reaktort folytonos tartályreaktornak nevezünk (CSTR-continuos stirred tank re-

actor), ha Fin = Fout. CSTR rendszerek esetében a rendszer a (1) és (2) dinamikai

modellekkel modellezhet®k.

2. Irányíthatóság vizsgálata

El®ször batch, illetve CSTR reaktorban lejátszódó izoterm biokémiai folyamatokat ese-

tében, majd batch, illetve CSTR reaktorban lejátszódó izoterm és nem izoterm kémiai

reakciók esetében vizsgáltam, hogy a reakciókörülményekt®l függ®en hogyan pontosítha-

tók az irányíthatóság feltételei. Ehhez kiindulásként az irányításelméletb®l ismert rang

feltételt használtam [6,7].
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Tekintsük a következ® nemlineáris dinamikai rendszert,

ξ̇ = f(ξ) + g(ξ)u, ξ(0) = ξ∗ ∈ Rn, (8)

ahol f, g ∈ C∞(Rn,Rn) sima vektormez®k, u ∈ R pedig az irányítás bemenet.

1. Tétel. Jelölje a (8) rendszerhez tartózó irányíthatósági disztribúciót ∆c. Az (8) rend-

szer er®sen elérhet® az ξ∗ ∈ Rn pontban akkor és csak akkor, ha dim ∆c(ξ
∗) = n.

Az 1. tételben n a lineárisan független egyenletek számát jelöli, azonban kémiai és

biokémiai rendszerek esetében a rendszert leíró di�ereciálegyenletek általában nem függet-

lenek egymástól. Lineárisan függ® rendszerek esetében a legnagyobb független alrendszer

meghatározásához a következ® algoritmust használhatjuk [1]. Tekintsünk egy (1) alakú

biokémiai reakciót

dξ

dt
= Kϕ(ξ, t)−Dξ −Q(ξ) + F. (9)

Jelölje p a K mátrix rangját. Legyen Kf (p × N) egy tetsz®leges teljes rangú almátrix

K-ból, és jelölje Kr a megmaradó részmátrixot. Jelölje (ξf , ξr), (Qf , Qr) és (Ff , Fr) ξ, Q

és F megfelel® partícióit. Ezzel a jelölésmóddal az (1) dinamikai modell felírható

dξf
dt

=Kfϕ(ξf , t)−Dξf −Qf (ξf ) + Ff , (10)

dξr
dt

=Krϕ(ξr, t)−Dξr −Qr(ξr) + Fr. (11)

alakban. Ehhez létezik Z := A0ξf + ξr állapottranszformáció, ahol A0 ((N − p) × p) az

A0Kf +Kr = 0 mátrixegyenlet egyértelm¶ megoldása. Ekkor az (9) rendszerrel lineárisan

független ekvivalens rendszer

dξf
dt

=Kfϕ(ξf , t)−Dξf −Qf (ξf ) + Ff , (12)

dZ

dt
=−DZ + A0(Ff −Qf ) + (Fr −Qr). (13)

Ahhoz hogy az irányíthatóság feltételét a reakciókörülményeknek megfelel®en ponto-

sítani tudjuk, meg kell határozni, hogyan fejezhet® ki a lineárisan független egyenletek

száma (n) az egyes esetekben.

A következ® tétel feltételt ad n meghatározására CSTR-ben végbemen® folyamatok

esetében [3].
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2. Tétel. Két egyszer¶ feltétel az irányíthatóság vizsgálatára CSTR rendszerek esetében:

• rang(g,K) = n,

• q + rang(K) ≥ n,

ahol q a bemenetek száma.

1. Megjegyzés. A 2. tétel második feltétele az els® feltétel közvetlen következménye,

mivel

rang(g,K) ≤ rang(g) + rang(K) ≤ q + rang(K). (14)

A kutatómunka során meghatároztam hogyan fejezhet® ki n a további esetekben. A

kapott eredményeket a következ® táblázatban foglaltam össze:

Reakció Reaktor típusa n

izoterm biokémiai rendszer batch rang(K)

izoterm kémiai rendszer batch rang(γ)

nem izoterm kémiai rendszer batch rang(γ) + 1

izoterm biokémiai rendszer CSTR rang(K|g)

izoterm kémiai rendszer CSTR rang(γ|g)

1. táblázat. Kifejezések n-re

2. Megjegyzés. A táblázatban szerepl® kifejezéseket a következ® alakban is felírhatjuk:

n = rang(K∗|g) , ahol

K∗ =



K, izoterm biokémiai rendszerek esetében

γ, izoterm kémiai rendszerek esetében γN×M

h1×M

 , nem izoterm kémiai rendszerek esetében

. (15)
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3. Alkalmazások

A kapott eredményeket speciális alakú példarendszerek esetében alkalmaztam az irányít-

hatóság feltételének meghatározásához. El®ször egy biokémiai rendszer esetében (éleszt®

növekedése), majd egy kémiai rendszerre (reverzibilis reakció) vizsgáltam, mikor irányít-

ható a rendszer. Az éleszt® növekedésének vizsgálata során feltételeztem, hogy a folyamat

CSTR reaktorban megy vége és izotermnek tekinthet®. A reverzibilis reakció vizsgálata

során batch rendszert feltételeztem és a reakciót nem izotermnek tekintettem. A szükséges

számításokat Matlab környezetben végeztem.

3.1. Éleszt® növekedése

Az éleszt® növekedése során lejátszódó folyamat a következ® reakcióegyenletekkel írható

le [1]:

S + C
ϕ1x−−→ X + P (16)

S
ϕ2x−−→ X + E + P (17)

E + C
ϕ3x−−→ X + P. (18)

Az (16) egyenlet az éleszt® növekedését írja le oxigéndús közegben glükózon, A (17) egyen-

let a glükózon végbemen® fermentatív növekedést adja meg, a (18) egyenlet pedig az

oxigéndús közegben, etanolon végbemen® növekedést írja le. A fenti egyenletekben

S a glükóz koncentráció,

C az oldott oxigén koncentrációja,

E az etanol koncentráció,

X az éleszt® koncentrációja és

P az oldott szén-dioxid koncentráció.

Az egyes folyamatokhoz tartozó reakciósebességeket ϕ1, ϕ2, ϕ3 jelölik.
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A folyamatokat leíró di�erenciálegyenlet rendszer

dX
dt

dS
dt

dE
dt

dC
dt

dP
dt


=



1 1 1

−k1 −k2 0

0 k4 −k3

−k5 0 −k6

k7 k8 −k9


·


SCX 0 0

0 SX 0

0 0 ECX

 ·


α1

α2

α3

−

−D



X

S

E

C

P


+



0

DSin

0

Qin

0


−



0

0

0

0

Qi


.

(19)

alakban írható. A P oldott oxigén koncentráció nem jelenik meg a reaktáns oldalon és

elhagyja a folyadék fázist ezért az (19) egyenletrendszerb®l a Ṗ -ra vonatkozó egyenlet

elhagyható. Ekkor az (19) egyenletrendszer

dX
dt

dS
dt

dE
dt

dC
dt


=



SCXα1 + SXα2 + ECXα3

−k1SCXα1 − k2SXα2

k4SXα2 − k3ECXα3

−k5SCXα1 − k6ECXα3


−D



X

S − Sin

E

C


+Qin



0

0

0

1


(20)

alakúra egyszer¶södik. A (20) rendszerhez tartozó f drift vektormez® és g1, g2 control

vektormez®k

f =



SCXα1 + SXα2 + ECXα3

−k1SCXα1 − k2SXα2

k4SXα2 − k3ECXα3

−k5SCXα1 − k6ECXα3


, g1 = −



X

S

E

C


, g2 =



0

0

0

1


. (21)

Izoterm biokémiai reakciók esetében a lineárisan független egyenletek száma n = rang(Kg)

módon számolható, így a 1. tétel szerint az er®s elérhet®ség feltétele dim ∆c = rang(Kg).
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A rang(Kg) mátrix a következ® alakban írható

(Kg) =



1 1 1

−k1 −k2 0

0 k4 −k3

−k5 0 −k6

X 0

S 0

E 0

C 1


. (22)

A (Kg) mátrix rangja n = 4, így a rendszer er®sen elérhet® akkor és csak akkor, ha

dim ∆c = 4. Az irányíthatósági disztribúció dimenziójának meghatározásához tekint-

sük a következ® g1 és g2 control vektormez®kb®l,és [f, g2], [[f, g2], g1] Lie-zárójelekb®l álló

mátrixot:

Θ = (g1, g2, [f, g2], [[f, g2], g1]). (23)

A mátrix determinánsa det(Θ) = SinX
2Eα1α3(k1k3X + k3(S − Sin) + k1E). A Θ mátrix

teljes rangú, ha X 6= 0, E 6= 0 és Sin /∈ {0, k1X + S + k1
k3
E}. Így a 1. tétel szerint a

rendszer er®sen elérhet®, ha X 6= 0, E 6= 0 és Sin /∈ {0, k1X + S + k1
k3
E}.

3.2. Reverzibilis reakció

Tekintsük a következ® batch reaktorban lejátszódó nem izoterm reverzibilis reakciót,

A + B
k1−−⇀↽−−
k−1

C + D. (24)

Jelölje a, b, c, d az egyes vegyületek koncentrációit. A folyamathoz tartozó sztöchiometriai

mátrix

γ =



−1 1

−1 1

1 −1

1 −1


. (25)
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A rendszer bemenetének a h®mérséklet változtatását tekintjük. Ekkor a folyamatot leíró

di�erenciálegyenlet rendszer

da
dt

db
dt

dc
dt

dd
dt

dT
dt


=



−k1ab+ k−1cd

−k1ab+ k−1cd

k1ab− k−1cd

k1ab− k−1cd

k1
β
ab+ k2

β
cd


+



0

0

0

0

1


u. (26)

alakban írható. A folyamathoz tartozó f és g vektormez®k

f =



−k1ab+ k−1cd

−k1ab+ k−1cd

k1ab− k−1cd

k1ab− k−1cd

k1
β
ab+ k2

β
cd


, g =



0

0

0

0

1


. (27)

Nem izoterm, batch reaktorban lejátszódó kémiai reakciók esetében a lineárisan független

egyenletek száma n = rang(γ)+1. Könnyen látható, hogy a γ mátrix rangja 1, így n = 2.

A 1. tétel szerint ekkor a rendszer er®sen elérhet® akkor és csak akkor, ha dim∆c = 2.

Tekintsük az [f, g] Lie-zárójelb®l és a g vektormez®b®l képezhet® Θ mátrixot,

Θ = ([f, g], g) . (28)

A Θ mátrix teljes rangú, ha a 6= 0 és b 6= 0, vagy c 6= 0 és d 6= 0, azaz a rendszer er®sen

elérhet®, ha vagy a reaktáns, vagy a termék oldalon nem 0 az anyagfajták koncentrációja.
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