Beszamolo

Magyar Allami Eétvos Osztondij palyazathoz

Név: Viragh Eszter
Kutatasi téma: Controllability investigations for nonlinear systems
Fogad6 intézmény: Université Catholique de Louvain (Louvain-la-Neuve, Belgium)

Konzulens: Denis Dochain (Full Professor, Honorary Research Director of the FNRS)

A kutatéomunka soran nemlineéris rendszerek iranyithatosaganak vizsgalataval foglal-
koztam. Irodalomkutatast kovetGen kémiai és biokémiai rendszerek esetében vizsgaltam,
hogyan modellezhetSk az egyes folyamatok, és a reakciokoriilményektdl fiiggden (pl. izo-
term /nem izoterm reakci6, batch reaktorban vagy CSTR-ben jatszodik le a folyamat)
melyek a iranyithatoség feltételei. A kapott eredményeket felhasznalva példarendszerek
(pl. éleszts novekedése, reverzibilis reakcid) esetében vizsgaltam, mikor iranyithatok a
reakciok. Az alkalmazott eljarasokat a vizsgalt példarendszerek esetében Matlab kdrnye-

zetben végeztem el.

1. Modell

A biokémiai rendszerek leirasahoz a kovetkezd allapottér modellt hasznaltam [1]. Jellje

N a komponensek, M pedig a reakciok szaméat. A biokémiai reakciok altalanos dinamikai

modellje

d§

® — Kelen) - DE- Q) + 1)
alakban frhato, ahol &€ = (&1, &, ...,&n)T a komponensek koncentréacioit tartalmazza. A

koncentraciok idébeli valtozasat a rendszer kinetikaja, illetve a rendszer és a kiilvilag ko-
zOtti transzportfolyamatok hatarozzak meg. Az egyenlet jobb oldalan szerepls K¢(&,t)
kifejezés a reakcio kinetikajat irja le, a —D& — Q(§) + F kifejezés pedig a komponen-

sek transzportdinamikajat modellezi. A kinetikat leiré részben K = [K;j|nyxnm a hozam



egyiitthatokbol allo matrixot jeloli. A ¢ = (1, @9, ..., on) tartalmazza a reakciosebes-
ségeket az egyes reakciolépésekhez. A transzportdinamikat leiré részben D jeloli az Fj,
bedramlési sebesség és a V reaktortérfogat aranyat. A Q = (Q1, Qo, ..., Qn)" vektorme-
7§ tartalmazza a kifoly6 anyagaram aramlasi sebességét az egyes komponensek esetében.
Az F = (F, Fy, ..., Fy)T vektormezs a komponensek betéplalasi sebességét tartalmazza.

Kémiai rendszerek esetében az allapottér-modell a biokémiai rendszerekhez hasonlo

moédon adhatd meg. A kémiai reakciok altalanos dinamikai modellje

dx
o = r(a,t) — D — Q) + F 2)
alakban frhato, ahol a = (x1, 2o, ..., 2n)T vektormezs az egyes anyagfajtak koncentré-

ci6it tartalmazza. Az egyenletben a transzportdinamikat leir6 rész a biokémiai rendsze-
rekkel analog moédon modellezhetd, a kinetikat leird rész azonban kissé eltér. A kinetikat
leiré részben v a sztochiometriai métrixot, r(z,t) pedig a reakciosebesség vektort jeloli.
Biokémiai rendszerek esetében a kinetikat leird rész csak empirikus modon adhatéd
meg. Ezzel szemben kémiai reakciok esetében a sztdchiometriai métrix és a reakciose-
besség a reakcidegyenlet, a koncentraciok és a reakcidsebességi egyiitthatok ismeretében

meghatarozhatok [1,2]. Tekintsiik a kovetkezd altalanos alaka kémiai reakciot,

N i} N

J
Z i X; — Z BiiXi,
i=1 i=1

j=1,2,..., M.

(3)

A egyenletben X;, i € {1,2,..., N} a komponenseket jeloli. A j-edik reakciolépésben
az X; reaktanshoz tartozo sztochiometriai egyiitthatot o;;, az X; termékhez tartozo szto-
chiometriai egyiitthatot pedig (;; jeloli. A sztochiometriai matrix v = [yij]nxam elemei
Vi = Bij — aq; modon szamolhatok Vi € {1,2,..., N}, Vj € {1,2,...,M}.

Az r(z,t) reakciosebesség a tomeghatas torvény alapjan adhaté meg. Az r(z,t) =
(r1(x, 1), (2, 1), . .., rar (2, 1))T vektormezs elemei r;(x,t) = k; [T, 2077, ahol k; a j-
edik reakciolépéshez tartozo reakciosebességi egyiitthatot jeloli V5 € {1,2,..., M}.

Biokémiai folyamatok esetében altaldban csak kis h6mérséklet valtozas megengedett,
mert a mikroorganizmusok nagy hémérsékletvaltozas esetén elpusztulnak. Igy a biokémiai
folyamatokat altalaban izotermnek tekintjiik. Fzzel szemben kémiai reakciok esetében

nagyobb hémérséklet valtozas is végbemehet a folyamat soran, igy a modellezés soran a



hémérséklet valtozasat leiro egyenletet is figyelembe kell venni [3]. A teljes rendszer

d
o yr(z,t) — Dz + u, (4)
dt
M
dT
% = Zthj(.ﬁE,T) —DTT+UT, (5)
j=1

alakban frhato, ahol h; a j-edik reakciolépés-beli h6mennyiség, j € {1,2,..., M}, T € R}
a hémérsékletet jeloli, Dy pedig a térfogategységre jutdé hGaram. Az és egyenle-
tekben u az anyagaram-bemenet, up pedig a h6mérsékletvaltozas bemenetet jeloli.

A reakciok vizsgalata soran a reakcié alakja mellett az alkalmazott reaktor tipusat is
figyelembe kell venni. A kutatémunka soran két, a gyakorlatban is széleskortien alkalma-
zott reaktortipust vizsgaltam (CSTR és batch reaktor) [1}4L5].

Egy reaktort batch reaktornak hivunk, ha Fj;, = F,,; = 0. Batch reaktorok esetében
az és dinamikai modellek transzport dinamikat leiré része O-val egyenld, igy a

dinamikat leir6 egyenletek leegyszertisodnek. Biokémiai rendszerek esetében

dg
— =K t
kémiai rendszerek esetében pedig
—CCZ;; = r(z, t) (7)

modon modellezhet&k a folyamatok.

Egy reaktort folytonos tartalyreaktornak neveziink (CSTR-continuos stirred tank re-
actor), ha F;,, = F,,;. CSTR rendszerek esetében a rendszer a és dinamikai
modellekkel modellezhetdk.

2. Iranyithatbésag vizsgalata

El6szor batch, illetve CSTR reaktorban lejatszdédd izoterm biokémiai folyamatokat ese-
tében, majd batch, illetve CSTR reaktorban lejatszodo izoterm és nem izoterm kémiai
reakciok esetében vizsgaltam, hogy a reakciokoriilményektdl fiiggéen hogyan pontositha-
tok az iranyithatosag feltételei. Ehhez kiindulasként az iranyitaselméletbdl ismert rang

feltételt hasznaltam [6,7].



Tekintsiik a kovetkezd nemlinearis dinamikai rendszert,

E=F(€) +9(&u, £0)=¢ eR", (8)

ahol f,g € C*(R",R") sima vektormezdk, u € R pedig az iranyitas bemenet.

1. Tétel. Jeldlje a rendszerhez tartozo irdnyithatosdgi disztribiciot A.. Az rend-

szer erdsen elérhetd az £ € R™ pontban akkor és csak akkor, ha dim A.(£*) = n.

Az tételben n a linedrisan fiiggetlen egyenletek szamat jeloli, azonban kémiai és
biokémiai rendszerek esetében a rendszert leir6 differecidlegyenletek altalaban nem fiigget-
lenek egymastol. Lineéarisan fiiggs rendszerek esetében a legnagyobb fiiggetlen alrendszer
meghatéarozasahoz a kovetkezs algoritmust hasznéalhatjuk [1]. Tekintsiink egy alaku
biokémiai reakciot

S = Kp(60) - DE- Q)+ F )

Jelolje p a K matrix rangjat. Legyen K (p x N) egy tetszbleges teljes rangi almatrix
K-bol, és jelolje K, a megmaradd részmatrixot. Jelolje (&7,&,), (Qr, Qr) és (Fyr, F)) &, Q
és I megfelel6 particiéit. Ezzel a jelolésmoddal az dinamikai modell felirhato

d

% —Kyoler, 1)~ Deg — Qs(60) + Fy, (10)
dé,

b Kool 1) — D&~ QulE) + E (11)

alakban. Ehhez létezik Z := A&y + &, allapottranszformacio, ahol Ay ((N — p) x p) az
AoK;+ K, = 0 matrixegyenlet egyértelmii megoldasa. Ekkor az @ rendszerrel linedrisan

fiiggetlen ekvivalens rendszer

d
g — K ;p(&7,1) — D& — Q(&5) + FY, (12)
Cfi_f =—DZ+ Ao(F; — Qy) + (B — Q,). (13)

Ahhoz hogy az irdnyithatosag feltételét a reakciokoriilményeknek megfelelGen ponto-
sitani tudjuk, meg kell hatarozni, hogyan fejezhets ki a linearisan fiiggetlen egyenletek
szama (n) az egyes esetekben.

A kovetkezd tétel feltételt ad n meghatarozasira CSTR-ben végbemend folyamatok

esetében [3].



2. Tétel. Két egyszerd feltétel az iranyithatosdg vizsgdlatara CSTR rendszerek esetében:

e rang(g, K) =,
e g+ rang(K) = n,

ahol q a bemenetek szama.

1. Megjegyzés. A [4 tétel mdsodik feltétele az elsd feltétel kozvetlen kivetkezménye,

mavel

rang(g, K) < rang(g) + rang(K) < g + rang(K). (14)

A kutatémunka soran meghataroztam hogyan fejezhets ki n a tovabbi esetekben. A

kapott eredményeket a kovetkezd tablazatban foglaltam Gssze:

Reakcid Reaktor tipusa n
izoterm biokémiai rendszer batch rang(K)
izoterm kémiai rendszer batch rang(7)
nem izoterm kémiai rendszer batch rang(y) + 1
izoterm biokémiai rendszer CSTR rang(K|g)
izoterm kémiai rendszer CSTR rang(7|g)

1. tablazat. Kifejezések n-re

2. Megjegyzés. A tdblizatban szerepld kifejezéseket a kdvetkezd alakban is felirhatjuk:

n = rang(K*|g) , ahol

K, wzoterm biokémiai rendszerek esetében
v, wzoterm kémiai rendszerek esetében
K* =« (15)
YNxM . L p
. nem izoterm kémiai rendszerek esetében
h1><M




3. Alkalmazasok

A kapott eredményeket specidlis alakt példarendszerek esetében alkalmaztam az irdnyit-
hatoség feltételének meghatarozasahoz. Elgszor egy biokémiai rendszer esetében (élesztd
novekedése), majd egy kémiai rendszerre (reverzibilis reakeid) vizsgaltam, mikor iranyit-
hato a rendszer. Az élesztG novekedésének vizsgalata soran feltételeztem, hogy a folyamat
CSTR reaktorban megy vége és izotermnek tekinthets. A reverzibilis reakcié vizsgalata
soran batch rendszert feltételeztem és a reakciot nem izotermnek tekintettem. A sziikséges

szamitasokat Matlab kornyezetben végeztem.

3.1. Eleszt6 novekedése

Az éleszt6 novekedése soran lejatszodo folyamat a kovetkezd reakcidegyenletekkel irhatod

le [1]:

S+CELX4+P (16)
S ZLX+E4P (17)
E+CE5X+P. (18)

Az egyenlet az élesztG novekedését irja le oxigéndus kozeghen gliikkdzon, A egyen-
let a gliikozon végbemend fermentativ novekedést adja meg, a egyenlet pedig az
oxigéndus kozegben, etanolon végbemend névekedést irja le. A fenti egyenletekben

S a gliik6z koncentracio,

C az oldott oxigén koncentricidja,

E az etanol koncentracio,

X az éleszt6 koncentracidja és

P az oldott szén-dioxid koncentracio.

Az egyes folyamatokhoz tartozo reakcidsebességeket ¢y, 5, ¢4 jelolik.



A folyamatokat leiré differencidlegyenlet rendszer

ij—)t( 1 1 1
ds —ky —ky O SCX 0 0 a
% = 0 ks —k3 |- 0 SX 0 Tl a2 | T
% ks 0 —kg 0 0 FECX Q3
% kr ks —kgy
(19)
X 0 0
S DS;, 0
-D E [+ 0 = 0
C Qin 0
P 0 Qi

alakban irhat6. A P oldott oxigén koncentraci6 nem jelenik meg a reaktans oldalon és
elhagyja a folyadék fazist ezért az egyenletrendszerbsl a P-ra vonatkozo egyenlet
elhagyhato. Ekkor az (19)) egyenletrendszer

ax SCXay + SXas + ECXas X 0
ds k1 SC Xy — kaSXas S = Sin 0
& kySXay — ksECX as 2 0
e —ksSCXay — ksECX as C 1

dt

alakira egyszertisodik. A rendszerhez tartozd f drift vektormezd és gy, go control

vektormezdk
SCXOC1+SXCK2+ECX043 X 0
—]{leoXOél — kQSXOéQ S 0
f - y g1 = — y 92 = : (21)
]C4SXCM2 - ]C3ECXO&3 E 0
—k5SCXOél — kﬁECXCYg C 1

Izoterm biokémiai reakciok esetében a linearisan fiiggetlen egyenletek szdéma n = rang(Kg)

modon szamolhato, igy a|ll tétel szerint az erds elérhetdség feltétele dim A, = rang(Kg).



A rang(Kg) matrix a kovetkezs alakban irhato

11 1 X 0
—ky —ky O S 0

(Kg) = (22)
0 ki —ks | E O

—ks 0 —kg C 1

A (Kg) méatrix rangja n = 4, igy a rendszer erGsen elérhetd akkor és csak akkor, ha
dimA. = 4. Az irdnyithatosagi disztribicié dimenziojanak meghatarozasahoz tekint-
siik a kovetkezd gy és go control vektormezskbdl,és [f, g, [ f, g2], g1] Lie-zarojelekbél allo

matrixot:

©= (917927[f792]7[[fag2}791])' (23)

A métrix determinansa det(0) = S;, X?Fayaz(kiks X + k3(S — Si) + k1 E). A © méatrix
teljes rangi, ha X # 0, E # 0és S;, ¢ {0,k X + 5 + Z—;E} Igy a|ll tétel szerint a
rendszer erGsen elérhetd, ha X #0, E#0 és S;, ¢ {0,k X + 5 + %E}

3.2. Reverzibilis reakci6

Tekintsiik a kdvetkez6 batch reaktorban lejatszodo nem izoterm reverzibilis reakciot,

A+B—=C+D. (24)

—1

Jeldlje a, b, ¢, d az egyes vegyliletek koncentréacioit. A folyamathoz tartozé sztéchiometriai

matrix

-1 1
11

v = (25)
1 -1
1 -1



A rendszer bemenetének a hémérséklet valtoztatasat tekintjiik. Ekkor a folyamatot leird

differencidlegyenlet rendszer

% —kyab + k_qcd 0
% —kiab + k_qicd 0
de | =| kab—ked |[+] 0 |u (26)
% kiab — k_qcd 0
”ﬁ% %ab + %cd 1

alakban irhat6. A folyamathoz tartozd f és g vektormezdk

—kyab + k_q1cd 0
—kiab+ k_icd 0

f=1 kab—ked |- 9=1]0 |- (27)
/ﬁab — k,1Cd 0
%alﬂ— %cd 1

Nem izoterm, batch reaktorban lejatsz6do kémiai reakciok esetében a linearisan fiiggetlen
egyenletek szima n = rang(y) + 1. Koénnyen lathato, hogy a v matrix rangja 1, igy n = 2.
A 1] tétel szerint ekkor a rendszer erésen elérheté akkor és csak akkor, ha dimA, = 2.

Tekintsiik az [f, g] Lie-zarojelbdl és a g vektormez&bdl képezhets © métrixot,

©=(f.9].9). (28)

A © matrix teljes rangi, ha a # 0 és b # 0, vagy ¢ # 0 és d # 0, azaz a rendszer erdsen

elérhetd, ha vagy a reaktans, vagy a termék oldalon nem 0 az anyagfajtak koncentracioja.
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